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1. Derivadas generalizadas de funciones suaves a

trozos.

Sea f definida en R (c.s.), de clase C! en (—o0;a] y [a; 00)

/\\ "
f(x) \ > flat)

fla-){ J

oo(a) := f(a+) — f(a—) =salto de f en x = a.

(R), fl,(z) existe c.s. en R (excepto posiblemente en z = a) y

Tenemos que f € L

loc

! € L,.(R) define una distribucién regular

) = [ Jula)ela)ds, o € DR)



Tenemos

i) = ~0.8) == [ f@)¢ @)t
= - / f(z)¢' (z)dx — /f(x)go'(x)dx = (integracién por partes)

= @@t / Fala)p () + / Ful@hp(e)dr — [F()e(@)

= —f(a-)p(a) + flat)p +/f;l

= oao(a)p(a) + (f4, ) = (oo(a )5a,s&> + (fa ) = (fi + 00(a)da, ),

para todo ¢ € D(R)
—> foen(®) = fu(2) + 00(a)da(). (1)
Si f es de clase C? en (—oo;al y [a;00), podemos aplicar (1) a f/; en lugar de f, es decir
(fe)gen(x) = fa(x) + 01(a)da(z),

con oq(a) = fl(a+) — fl,(a—), y luego (1) da

fgen = fa(@) + 01(a)da(x) + 00(a)dy(x), -+, ete.
Si hay varios puntos de salto en x = ay,--- ,x = a,, entonces cada salto contribuye con un
término con d,,(x), 0, (z),--- en las derivadas generalizadas sucesivas.
Ejemplo 1.
f(x)
a
X+a a-x
-a 0 a X




f(x) no tiene saltos = f..,(x) = fl,(z) c.s. en R.

gen

Hay tres saltos o1(—a) =1, 01(0) = =2, o1(a) =1, asi

foen(@) = fa(w) +0-a(x) = 26(x) + ba(),

i

(x) =0 c.s. en R, entonces

pero
fgen(@) = 0-a(®) — 26(2) + ba(2),

luego
f/” (ZE) = (5,_(1(%') - 25/(ZE) + 5;('17)’ e, ete

gen

"
gen

La ecuacion para () significa que para todo ¢ € D(R) se tiene

(fomms @) = {070, 0) = 2(6",0) + (0, 0) = —¢'(—a) +2¢'(0) — ¢'(a).

Ejemplo 2. Sea ¢ € C*(R) y f(z) = ha(x)o(z).

0(x)

0(a)




Entonces
fogen(@) = fa(@) + d(a)da(),
pero fl(x) = he(z)¢'(x) c.s. en R, de modo que
fgen(®) = ha(2)d/ (z) + ¢(a)da().

Luego
fgen(®) = ha(2)"(x) + ¢'(a)da(x) + ¢(a)d,(x),
fgen(®) = ha(2)d" () + ¢"(a)da(x) + ¢'(a) 0, () + P(a)0; (), - -, ete.
Por ejemplo con f(x) = h(x)sen(z)

sen(x)

tenemos
faen(®) = h(z) cos(x),  foen(x) = —h(x)sen(z) + 0(z),
faen(x) = —h(z) cos(z) + &' ().
Observe que f satisface la E.D (ecuacion diferencial) fl.,(z) + f(x) = 8(x).

2. Ecuaciones diferenciales en sentido distribucional.

Sea un operador diferencial lineal (ODL)

mn

d
L = ao(z) + al(x)% +e an(x)%, z € R,

con coeficientes C*™ ag, a1, --,a, € C®(R). Considerando las derivadas en sentido

distribucional y recordando la definicién de la multiplicacién ¢T de una ¢ € C*°(R) con

una 7' € D'(R) (de modo que

(axT™, p(2)) = (T (@), ax(2) (@) = (~1)"(T(2), (ar(x)p(2))"), ¢ € D(R)),



podemos considerar L como un operador diferencial lineal
L:D'(R) — D'(R) (T — LT),

donde
LT(z) = ao(2)T(x) 4+ a1 (x)T"(z) + - - - 4 an(x)T™ (z).

Podemos considerar ED en sentido distribucional

Lu(z) = f(x), f € D'(R) dada,

buscando soluciones u € D'(R).

Mencionemos sin demostracién el resultado siguiente:

Si L es un operador diferencial lineal con coeficientes constantes (ODLCC), entonces
la ED homogénea Lv(x) = 0 tiene en D'(R) tnicamente las soluciones clésicas  (3)

v € C*(R) (es decir: las soluciones distribucionales son la soluciones clésicas).

Las soluciones de Lv(z) = 0 se obtienen con los métodos usuales (Mat. IV), y la solucién
general de Lu(z) = f(z) en D'(R) es entonces u(xr) = u,(z) + v(x), donde v € C*(R)
la solucién general de la ED homogénea y u, € D'(R) es una solucién particular de
Lu(z) = f(x).

Introducimos ahora un concepto supremamente importante (su importancia veremos en

el capitulo sobre convolucién). Si L es un ODL, entonces una solucién fundamental (s.f.) de

L es por definicién una distribucién E € D'(R) tal que
LE(z) =46(z), x € R. (4)

Dada una s.f. E, la s.f. general es £(z) = E(x) + v(z), donde v es la solucién general de

la ED homogénea Lv(x) = 0. Mencionamos el resultado siguiente:

Si L es un ODLCC, entonces existe una s.f. E de L de la forma
E(z) = h(x)¢(z), ()
para cierta ¢ € C*°(R) (y esta es tnica).
2

d
Ejemplo 3. Sea L = e + k% (k > 0 una constante). Buscamos una s.f. de L de la forma
x

E(x) = hMx)o(x), ¢ € CF(R).



Tenemos

Egen(7) = h(x)¢'(x) + $(0)0(2), Ege,(x) = h(x)¢" (z) + ¢'(0)0(x) + $(0)d"(x)

LL h(@)" () + ¢'(0)0(x) + $(0)8'(z) + Kh(x)(x) = 5(x)

= (2)[¢"(x) + K*¢(x)] + ¢'(0)d(x) + $(0)d' (z) = d(),
con lo cual podemos cumplir poniendo

¢'() + Ko(z) = 0
6(0) =0, ¢/(0) =1

La ED tiene solucion general ¢(x) = Acos(zk)+ Bsen(kx) (saber esto debe ser parte del

patrimonio cultural del estudiante). Entonces
»(0)=A4, ¢(0)=0= A=0,
Yy entonces

¢(x) = Bsen(kzr) = ¢'(x) = kB cos(kx)

—  #(0)=kB, ¢(0)=1
1

— kB=1 — B:E

—  E(r)= %h(az) sen(kzx).




Verifiquemos que esta E(x) realmente es s.f. de L :

E!  (z) = h(x)cos(kzx), E.. (r)=—kh(x)sen(kz)+ o(x)

gen gen

— E/ (v)+ Kk E(r) = —kh(x) sen(kz) + §(z) + kh(z) sen(kx) = 6(x),

gen
como debe ser.
La s.f. general de L es
1
&(z) = Eh(aj) sen(kx) + Acos(kz) + Bsen(kx); A, B e C.
d2

Ejemplo 4. Sea L = 0 +k* (k > 0 una constante). Ponemos E(x) = h(x)¢(x) como
x

antes, entonces
Egen () = () (z) + $(0)0(2), By, (z) = h(x)¢"(x) + ¢'(0)d(x) + $(0)d"(x),
—E!, (2) + K E(z) = §(x)
= —h(2)¢"(z) — ¢'(0)d(x) — $(0)d'(x) + k*h(x)d(z) = o(x)
= (2)[-¢"(z) + k*¢(x)] — ¢'(0)d(z) — ¢(0)d'(z) = o(),
con lo cual podemos cumplir poniendo
¢'(x) — k*¢(x) =0
5(0) =0, #(0)= 1.
La ED tiene solucion general (patrimonio cultural)
¢(x) = Acosh(kz) + Bsenh(kz) — ¢(0)=A=0
= ¢(r) = Bsenh(kz) = ¢'(z) = k'JlB cosh(kz)

$0)=kB=-1 — B=—7

= o¢(z) = —% senh(kx) = FE(z) = —%h(m) senh(kx)

1
——senh(k
ksen (kx)



Verificacion:

E!_  (x) = —h(x)cosh(kx), E! (r)= —kh(z)senh(kz)— o(x)

gen gen
= —L,(r)+ k*E(z) = kh(z)senh(kx) + 6(z) — kh(x) senh(kz) = §(z),
correcto.
La s.f. general de L es
1
E(x) = % senh(kz) + A cosh(kz) + Bsenh(kz.)

1
Tomamos A = B = % entonces

1 ekx+6—kx 1 ekx_e—k:x 1 -
- = —¢e

A T i i %

kx —kx
le™ —e i kx __ 1 —kz

x>0 : E(x):—Ef—i-le = 55 ¢
{ ie’”;x<0

1 —kx.
5r€ e >0

2

1 . d
= é(sc):%e el s f. de —@-ij.

E(x)




